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College aan de Riíijksuniversiteit te Utrecht 
in de cursus 19735 - 1974 
gegeven door 


M, Veltman 


Uit "Mr. Sammlers Planet, van Saul Bellow: 


“Being right was largely a matter of 
explanations. Intellectual man had 

become an explaining creature. Fathers 

to children, wives to husbands, lecturers 
to listeners, experts to layman, colleagues 
to colleagues, doctors to patients, man to 
hís own soul, explained. The roots of thís, 
the causes of the other, the source of 
events, the history, the structure, the 
reasons why. For the most part, ín one 

ear out the other. The soul wanted what 

it wanted. It had its own natural 
knowledge. It sat unhappily on super- 
structures of explanation, poor bird, 

not knowing which way to fly". 
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Lie groepen in de fysica 
Ì. Inleiding 

Lie groepen spelen dei Beet belangrijke rol in de fysica, in 
het bijzonder sinds de introductie van de quantummechanica. De 
groepentheoretische aspecten van de quantummechanica zijn vooral 
door de Hongaar Eugene Wigner onderzocht in de jaren 1930 - 1940. 

Hij heeft voor dit werk de Nobelprijs Natuurkunde gekregen. Met 

de invoering van de isotopische spin door Heisenberg en SU(3) ° 
door Gell-Mann is het belang van de groepentheorie voor kernfysica 

en elementaire deeltjes fysica nog verder toegenomen zodanig dat 
enige kennis van de theorie voor de fysicus onontbeerlijk geworden is. 

De mathematische aspecten welke voor de fysicus van belang zijn 
hebben vooral betrekking op de theorie van de eensenent dee van Lie 
groepen. De wiskundige Cartan heeft rond de laatste eeuwwisseling 
hier baanbrekend werk geleverd, en veel van de voor de natuurkunde 
benodigde wiskunde was reeds bekend. Omgekeerd heeft het recente 
natuurkunde onderzoek geleid tot een mathematische interesse voor 
de unitaire oneindig dimensionale representaties den niet compacte 
Lie groepen. 

Voor de meeste toepassingen van de representatie theorie in de 
natuurkunde is de benodigde wiskunde elementair. Het is in dit college 
geenszins de bedoeling En complete mathematische behandeling te geven; 
het doel is de fysische toepnssine, en er zal niet meer wiskunde 
bijgehaald worden dan voor dit hen noodzakelijk is. Een redelijke 
voorkennis van de matrix=algebra is noodzakelijk; volledigheids- 
halve zijn de belangrijkste eigenschappen samengevat in een aantal 
appendices. | 
Appendix A bevat definities en enkele simpele eigenschappen van 


matrices en determinanten; in appendix B wordt de afgeleide van een 








matrix gedefinieerd. In appendix C komen exponentialen van matrices 


aan de orde en de belangrijke formule 


Det le) = Sp (A) 


wordt bewezen. De centrale formule voor de representatie theorie is 
de CBH-formule voor producten van e-machten; deze formule geeft de 


gedaante van de matrix C, gedefinieerd door 


in termen van de matrices A en B, en wordt afgeleid in appendix D. 

In appendix E tenslotte worden Miisdnet in complexe ruimten alsmede 
unitaire en hermitische matrices kort besproken. Al deze zaken worden 
in het volgende bekend verondersteld. 

Voor wat betreft de fysica zullen we ons concentreren op de 
draaiingen in de drie-dimensionale ruimte. Vele van de belangrijkste 
principes kunnen aan dit geval duidelijk gemaakt worden en de be- 
handeling kan redelijk transparant, aanschouwelijk en mathematisch 
ongecompliceerd blijven. 

De volgende paragraaf is veruit de belangrijkste paragraaf 


van dit dictaat. De rest is rekenwerk, 


M. Veltman 


Utrecht, april 1974. 


ds Fysische aspecten 


De quantummechanica leert dat elk fysisch systeem beschreven 
wordt door een (doorgaans complexe) golffunctie. Deze golffunctie 
is oplossing van een of andere differentiaalvergelijking (bv. de 
Schrödingervergelijking indien de niet relativistische benadering 
gemaakt kan en samen met door de fysische omstandigheden gesug= 
gereerde randvoorwaarden. Hier verdiepen we ons niet in de 
problemen samenhangend met het vinden van de golffunctie in 
allerlei gevallen; de vraagstelling is naar de eigenschappen van 
de golffunctie welke voortvloeien uit het feit dat de natuur be=- 
pastde symmetrieën vertoont. 

Een van de eerste symmetrieén welke zich reeds in het dagelijks 
leven manifesteert is de invariantie van de natuurkunde met be- 
trekking tot rotaties in de drie dimensionale ruimte. Een experi= 
mentator verwacht dat z'n experimentele resultaten onafhankelijk 
zullen zijn van de orientatie van z'n apparatuur in de ruimte; in 
het dagelijks leven verwacht men niet dat de tijd die een horloge 
aanwijst afhangt van de orientatie een dat horloge. Of dat de werking 
van een radio afhangt van de orientatie (tenminste als er een buiten- 
antenne is, anders speelt de orientatie van de radio ten opzichte 
van de zender een rol). Deze symmetrie is terug te vinden in de 
fundamentele vergelijkingen van de natuurkunde: Maxwell's wetten, 
de Schrödinger vergelijking enz. zijn orientatie onafhankelijk. 
Preciezer geformuleerd: de natuurwetten zijn invariant voor rotaties 
in de drie dimensionale ruimte. Er is geen voorkeursrichting in de 
Bfdeumite. 

Het is nu de bedoeling na te gaan wat de consequenties zijn 


van deze rotatie=invariantie op de vorm van de golffunctie. Het 





feit dat zo'n golffunctie oplossing is van rotatie-invariante 
differentiaalvergelijkingen moet natuurlijk op een of andere wijze 
terug te vinden zijn in die golffunctie. 

Nu en bekend uit de klassieke mechanica dat rotatie=inva= 
riantie van een systeem dat geen wisselwerking met de omgeving 
heeft als consequentie de wet van behoud van impulsmoment (draai- 
moment) heeft. Dit soort van wetten, die in feite niets te maken 
hebben met de details van het krachtenspel maar al volgen uit zeer 
algemene overwegingen moeten ook in de quantummechanica op een of 
andere wijze terug te vinden zijn. Op een of andere manier ver- 
wachten we in de golffunctie iets aan te treffen dat correspondeert 
met impulsmoment, en dat dan behouden is in de tijd. We zullen er 
hier op dit moment niet verder op in gaan, noteren slechts dat het 
gedrag van een golffunctie onder rotaties wel iets te maken zal 
hebben met impulsmoment. 

Om nu wat concreter te kunnen zijn beschouwen we een golf 
functie f die van allerlei variabelen kan afhangen en oplossing is 


van een of andere lineaire differentiaalvergelijking: 
Dy =O baets 


D is een of andere ingewikkelde combinatie van afgeleiden en wat 
er maar in zo'n differentiaalvergelijking kan optreden. We willen 
dat gewoon niet weten, het enige wat ons van D interesseert is 

dat D rotatie-invariant is. Voor wie wat houvast wil hebben geven 
we de Schrödinger vergelijking voor de Zwaartepuntsafhankelijkheid 


van de golffunctie van een vrij deeltje: 


2 2 8 % 
ze? Ee EN _ 
n v(x,t) =O (2.2) 
4 ie & dx òx at / ik 


Mathematisch geformuleerd betekent rotatie invariantie van de 


differentiaalvergelijking dat als 


dan is met f(x) ook f(x') oplossing van de differentiaalvgl. Ge na 
dat dit het geval is voor (2.2). 
Ieder vrij deeltje wordt beschreven door een golffunctie die aan 
deze vgl. voldoet, en de overwegingen van deze paragraaf zijn dus 
zeker van toepassing op vrije deeltjes ongeacht hun interne 
structuur. D.w.z. protonen, neutronen, electronen, maar ook 
atomen, atoomkernen, moleculen, biljartballen, socialisten, kapi= 
7 talisten, ja zelfs studenten zolang ze maar vrij bewegen niet 
onder invloed van krachten uitgeoefend door andere objecten. De 
golffunctie van zulke gecompliceerde systemen heeft weliswaar 
heel wat meer structuur dan alleen maar een afhankelijkheid van 
de plaats van het zwaartepunt x ; maar voor wat betreft de zwaarte= 
ai puntsafhankelijkheid En voldaan zijn aan vergelijking (2.2). 


Laten nu fy, en |, verschillende oplossingen zijn van (2.1). 


Dy, =O : Dy, =0 : 
Is À een of andere constante onafhankelijk van plaats of tijd 
of enig andere variabele dan is vanwege de lineairiteit van D 
met W, ook ir een oplossing: 

DAv, sh 0 


Zijn À en u constanten dan is met Vv, en V ook Ab, Fu Wv, oplossing: 


DAY, + uv) = ADV, +uDY, =0. 


In het dieten zijn Vjs-s Ve oplossingen van de vergelijking (2,1) 
dan is ook iedere lineaire combinatie 

As ij Ao F ses AV 
oplossing van (2,1). 

Nu bedenken we dat D rotatie= onafhankelijk is. Dat betekent 
niet dat de oplossingen y rotatie onafhankelijk zijn. Bv. een 
oplossing kan zijn een golffunctie van een deeltje bewegend van 
oost naar west. Na een rotatie over 1/2 beweegt het van noord 
naar zuid, en dat is een andere situatie met een andere golf= 
functie. Echter omdat D rotatie onafhankelijk is moet gelden dat 
elke oplossing f onder een rotatie overgaat in een andere op= 
lossing y'. Dus, door rotatie over n/?2 wordt de golffunctie die 
behoort bij een deeltje bewegend van oost naar west overgevoerd 
in een andere golffunctie die een n-z bewegend deeltje voorstelt, 
maar oplossing is van dezelfde vergelijking (die immers niet ver- 
andert onder rotatie). Nog iets anders geformuleerd: een mogelijke 
fysische situatie (beschreven door een golffunctie Vv gehoorzamend 
aan een vergelijking) gaat onder rotatie over in een andere 
mogelijke fysische situatie. Als er deeltjes kunnen bestaan die 
van oost naar west reizen dan kunnen er ook deeltjes zijn die van 
noord naar zuid gaan. Ware dit niet zo dan zou er geen rotatie- 
invariantie van de natuur zijn. Dan zou de radio alleen werken als 
alle draden in de oost-west richting lagen. 

Er zijn nu twee situaties mogelijk: 

a. de golffunctie y is rotatie=-invariant, En gaat onder 


rotatie in zichtzelf over; 





b. er zijn verzamelingen van oplossingen V‚,.s WV, die onder rotatie 
overgaan in lineaire combinaties van zichzelf. 

Voor wat betreft b. heeft men bijvoorbeeld de verzameling van op= 
lossingen van deeltjes bewegende in alle mogelijke richtingen. 
Dat is niet zo'n gunstig voorbeeld omdat nu net deze verzameling 
een oneindige verzameling is; niettemin is het een voobeeld van de 
klasse b. situatie. 
Met het oogmerk complicaties samenhangende met de oneindigheid van 
genoemde wereaeline ze vermijden zullen we ons beperken tot deeltjes 
in rust, of tenminste met verwaarloosbaar kleine impuls. Een deeltje 
in rust gaat onder rotatie in zichzelf over (afgezien van interne 
structuur), en de verzameling van golffuncties welke met elkaar 
samenhangen door rotatie bevat dan slechts één golffunctie. 

Geval a. kan ook tot de klasse b. gerekend worden maar dan 
bevat de verzameling slechts één oplossing. 

Zij nu gegeven zo'n verzameling |, WV Na een rotatie 
gaat V, over in een lineaire combinatie van W‚-.: Vv: 


n 


nd ee ek 


Idem Vv, Vz etc. Algemeen schrijven we: 


vs 7 on dik Vi . (2,5) 
k 
De Bik vormen een matrix A; symbolisch schrijven we: 
yr = A W e (2.4) 


Beschouwen we nu de rotaties in drie dimensies. Ze kunnen worden 
voorgesteld door reële 5 x 5 matrices R met determinant Ì welke 
moeten voldoen aan RR = 1, Elke draaiing in 5 dimensies kan worden 


gekarakteriseerd door drie hoeken (we zullen dit later preciseren)- 


Zijn R, en R beide matrices behorende bij zekere rotaties dan is 


Rs = R- R, eveneens een rotatie. Anders geformuleerd: twee draai=- 


ingen achtereenvolgend uitgevoerd is weer een draaiing. Nog weer 


anders: veronderstel R, en R, zijn matrices met 


> _Ì ad _Ì 

Dan geldt deze eigenschap ook voor het product R= R- Rt 
nen od st Ge „ll _=l _Ì ed 
Rs = RR, = RR) =Ro RR = (R‚ Ro) = R, 


(zie (Al2) in appendix A). De draaiingen R vormen een groep. 

We herhalen nu de definitie van een groep. Een verzameling 
van objecten (hier de verzameling van reële 3 x 5 matrices R met 
determinant 1 en RR = 1) wordt een groep genoemd indien er een 
vermenigvuldiging gedefinieerd is (hier de gewone matrix verme- 
nigvuldiging) welke zo is dat aan de volgende asen voldaan is: 
(a) Indien R, en R, elementen van de groep zijn dan is ook het 

product R.R een groepselement; 

(b) Associativiteit: R, (RoRa) = (RR)Rz- 

(c) Er bestaat een eenheids-element zo dat Íl. R = R voor alle 
elementen R van de groep (hier de eenheidsmatrix). Deze Í 
is ook element van de groep. 

(d) Bij elke R is er binnen de groep een inverse RT zodanig dat 
R R={ (hier is dat R). 

Aan al deze eigenschappen voldoet de verzameling van draaiings= 

matrices en we constateren dat deze verzameling een groep vormt 
met oneindig veel elementen. 

In deze groep zit een zekere structuur dank zij de vermenig=- 
vuldigingsregels. Deze structuur, de samenhang tussen de elementen 
via de vermeningvuldigingsregels is in feite het belangrijkste 


gegeven voor een groep. We zullen later trachten dit vage begrip 


“structuur” in formules vast te leken: 

Keren we nu terug naar de matrices A in (2.l). Deze matrices 
hangen samen met de draaiingsmatrices in die zin dat er bij elke 
draaiing in de S=dimensionale ruimte een matrix A bestaat welke de 
oplossingen Vv, vervoert in lineaire combinaties van zichzelf. 

Dus: bij elke R behoort een A. Echter we kunnen verder gaan. Een 
bepaalde rotatie kan ineens uitgevoerd worden, of ook gezien worden 
als het resultaat van enkele na elkaar uitgevoerde rotaties. Hoe 

het ook zij, het eindresultaat moet hetzelfde zijn. Rotatie over 

1/2 kan ook gezien worden als een rotatie over n gevolgd door een 
rotatie over = 1/2. Het feit dat het eindresultaat hetzelfde moet 
zijn leidt tot een eis te stellen aan de matrices A. Beschouw dus 

de rotaties R, en Roy en de rotatie Ra welke gelijk is aan het product 


van R, en Rt 


5 2 [ 
Bij R, behoort een matrix Aj» bij R, een matrix A, en bij Ra een 
matrix Az De eis dat successieve uitvoering van R, en R‚ hetzelfde 


is als het uitvoeren van Re betekent dat successieve uitvoering van 
A, en A, dezelfde golffunctie (= fysische situatie) geeft als uit- 


voering van A,„… Dus er moet gelden: 


35° 
Az = As Aj: 
De matrices A moeten in hun vermenigvuldigingsregels precies de= 
zelfde structuur hebben als de matrices R. We zeggen dat de 
matrices A een representatie zijn van de groep van draaiingen in 
drie dimensies. 


In het algemeen: een verzameling van matrices is een revre= 


sentatie van een groep indien geldt: 


teng steden er Cn ee 


GEST eN rra ern in ent redt 


Melt nh TS Son nT: nde shaded ETE tre feed 


(a) bij elk element a van de groep behoort een matrix A 
(b) bij het product van twee elementen behoort het product van de 
corresponderende matrices, d.w.z. als bij a, b en c de matrices 


A, Ben C behoren dan moet, als c = ab tevens gelden C = A.B. 


Dit is het centrale resultaat: 

Onder draaiingen in de S=dimensionale ruimte moeten de golffuncties 
van elk fysisch systeem transformeren volgens lineaire afbeeldingen 
welke een representatie van de groep van draaiingen in drie 


dimensies zijn. 


Het is een typische eigenschap van de quantummechanica dat 
golffuncties die slechts verschillen in een factor met absolute 
waarde | dezelfde fysische situatie beschrijven. Dus de gortfuneties 
f en meen reëel beschrijven dezelfde fysische situatie. 
Daarmee is dan de mogelijkheid van een bepaalde iser ieheid 
aanwezig; in de fysica bestaan er ook situaties waarbij er bij 
elke matrix R van de draaiingsgroep twee matrices A en A' bestaan, 
die een fasefactor, en wel een factor =1, verschillen. D.w.z. 

A' = = A. Dat is toegelaten omdat de golffuncties f en =- y de- 
zelfde fysische situatie beschrijven. Deeltjes beschreven door 
golffuncties welke transformeren volgens een dergelijke meer- 
duidige representatie hebben eigenschappen die geen analogon hebben 
in klassieke systemen (klassiek in de zin dat ze goed beschreven | 
worden door de klassieke mechanica). Voorbeelden van zulke deeltjes 
zijn het electron, het proton en het neutron, voorwaar niet de 
minst belangrijke. 

Er is tenslotte nog een belangrijke eis waaraan de matrices A 


moeten voldoen, en dat hangt samen met de fysische interpretatie 
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van de quantummechanica. Beschouw een verzameling van oplossingen 
Wjeee Ws Fysisch gezien wordt een systeem gekarakteriseerd door 
een aantal meetresultaten (bv. voor een vrij deeltje meting van de 
richting van de impuls). Laten we veronderstellen dat er een meet= 
opstelling is met n lampjes Lj. Lt Laten we verder veronder- 
stellen dat als het systeem in de toestand is bennen door de 
golffunctie Vs da dan bij een meting het lampje L, gaat branden. 

Wat meet men nu als het systeem in de toestand AW, tub, 
is? Volgens de interpretatie van de quantummechanica zal bij een 
meting lampje L, of lampje L, aangaan. De waarschijnlijkheid dat 
L, aangaat is lS en dat L,, aangaat is [u IS. zet ene òf het 
andere gaat aan, dus moet Pall + ls = | (totale waarschijn=- 
lijkheid is één). | 

Mathematisch wordt dit als volgt verwezenlijkt. Men defi-=. 
nieert een inproduct dat aan elke twee golffuncties een getal 
toevoegd. Notatie: het inproduct tussen twee golffuncties Vv, en 
Vo wordt voorgesteld door <<, v>. Hoe dat precies gaat is van 
geen interesse (er komen operaties zoals integraties aan te pas), 
het enig belangrijke is dat dit inproduct voldoet aan de eisen 
zoals geformuleerd in appendix E‚ vgl. (E2) - (E6). Bovendien 


kan men de Vv, zo kiezen dat 


Maar dan zijn we precies in de situatie gegeven in appendix E; 
en de golffunctie Aj tub heeft met Vv, het inproduct À en met 


Wo het inproduct u: 


® 


12 
Sy, Av, tuv> = À 
SV Abs tuY> =H « 


Zij nu het systeem in een toestand beschreven door een golffunctie 
vm FAN Heee AW 
De waarschijnlijkheid dat bij een meting lampje L, aangaat is Let 
Aangezien: 
<ylv> =), 


volgt: 
® e KJ Kk 4 KÀ 2 
Waarschijnlijkheid L, aan = [ol yv >| . 


De transformaties A moeten dit inproduct invariant laten (d.w.z. 
draai het meetapparaat en draai het meetobject gerepresenteerd 
door de W, en fy respectievelijk in bovenstaande uitdrukking: het 
meetresultaat mag niet veranderen), en dat betekent dat de 


matrices A unitair moeten zijn (zie appendix E). 


We zijn dus alleen geinteresseerd in unitaire representaties. 


Tenslotte zullen we trachten in dit dictaat enkele getallen af te 
leiden welke ook daadwerkelijk gemeten kunnen worden. Daartoe 
moeten we nog enkele gegevens uit de quantummechanica citeren. 
Veronderstel we hebben twee atomen welke zover van elkaar ver= 
wijderd zijn dat de krachten tussen die twee volledig verwaar- 
loosbaar zijn. Was alleen het en atoom (atoom a) aanwezig dan 
zou de situatie beschreven worden door één of andere golffunctie, 
zeg v Idem voor atoom b de golffunctie Vr Volgens de quantum= 


mechanica wordt de situatie waarbij beide aanwezig zijn doch de 


krachten tussen de twee verwaarloosbaar klein zijn beschreven door 


MEE EEN ET ET 
: 
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een golffunctie welke het product is van V, en Ve 
Voor het geval dat een systeem beschreven door een golffunctie 
Vin (voorbeeld: atoom in aangeslagen toestand) over kan gaan in 


een ander systeem beschreven door een golffunctie V_. (atoom 


1t 
in lagere energietoestand plus een foton) geldt dat de kans dat | 
de overgang plaats vindt evenredig ís met de absolute waarde 

in het kwadraat van een grootheid, amplitude genaamd. Deze 
amplitude is evenredig met de golffunctie van de begintoestand 

en met de complex geconjugeerde van de golffunctie van de eind- 
toestand, en moet invariant zijn voor draaiingen. Voor de krachten 
die de desintegratie bewerkstelligen geldt dat zij niet mogen 
afhangen van de orientatie van het gehele systeem, en ze kunnen 


in de amplitude voorkomen in de vorm van factoren die invariant 


zijn onder rotaties. We schrijven: 
Amplitude = < Kael K v> 


waarin K staat voor de verzameling van factoren samenhangend met 


de krachten. Verder: 
Overgangswaarschijnlijkheid = |Amplitudel®. 


Kennis van het gedrag van f‚, en V onder draaiingen geeft 


t 


informatie omtrent de amplitude. Om maar een idee te geven: de 
grootte van het impulsmoment van de begintoestand hangt samen 
net mst gedrag onder draaiingen van f,- Idem voor Wss Het zal 
blijken dat als impulsmoment van begin en eindtoestand ver= 
schillen de amplitude noodzaken nul den Op deze wijze vindt 


men in de quantummechanica behoud van impulsmoment terug: de 


TE SEL ED it So nd hl 


Ne A tek 





| 


EE ON GEER He OE OO PE MN ENE A ENEN AE 


EN ptn et ek be an aen vedette nr Ee Eb ee Tp ene Ee den Emese eere eet eeen ere oe tee EN bee 
: 
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overgangswaarschijnlijkheid tussen systemen van verschillend 
impulsmoment ís nul. 

Zoals reeds eerder opgemerkt zijn er complicaties ingeval de 
deeltjes in begin of eindtoestand impulsen van enige betekenis 
hebben omdat er dan verzamelingen van oneindig vele oplossingen in 
het geding komen. Deze complicaties zijn niet erg moeilijk, maar 
gezien het beperkte bestek van dit college zullen we ze niet ter 
discussie brengen. De consequentie hiervan is dat bepaalde over= 
gangen waarvoor we amplitude nul vinden in de praktijk toch nog 
ongelijk nul kunnen zijn vanwege het feit dat de impulsen niet 
rigoreus nul zijn. Zulke overgangen heten verboden overgangen, 


en zijn bijv. in de atoomfysica in de regel ook veel zwakker dan 


toegestane overgangen. 


5. De groep van draaiingen in 5 dimensies 


Een willekeurige draaiing in de S-dimensionale ruimte kan worden 
gekenschetst door een draaias en de hoek waarover gedraaid wordt. 
De draaias zelf kan door twee hoeken worden aangegeven, 6 en PD. 
De draaihoek noemen we Q. 
Bij elke draaiing behoort | / draaias 
een reële 5 x 5 matrix, en 9) kk 


deze matrix is dus bekend 


als 6,p en Q bekend zijn. / Lp OO 
De expliciete vorm in | 


fig. 1 
termen van deze hoeken is 


tamelijk ingewikkeld, en voor ons van geen belang. Als voorbeeld, 


om de gedachte te bepalen, geven we de matrix welke hoort bij een 


15 


draaiing over een hoek Q@ met de z-as als draaias 


COS Q sin Q ®) 


R‚ (a) = = sin q cos a 0 | (3.1) 


A O 0 1 


Een draaiing over een hoek q kan ook gezien worden als n successieve 
draaiingen over een hoek /n. Voor n zeer groot zal de draaiing 
over de zeer kleine hoek q/n zeer weinig van de eenheidsmatrix 


verschillen; verwaarlozen we termen van orde (a/n)° dan komt er: 
9; a 
mm land á he Kesel 
R( n ) Î n e 


waarin L een of andere matrix is. Voor het geval (3.1) gebruikt men : 


Ï 
pn 


®/ 
COS —= 


ì 2 
n Tar ke 


[S 
mof ND 


1 
of mo 
hd Naf 


Sol 
5 


SIR 
Ü 
|= 

ol Sen 


EN ©: 
SIn —= = 
n 


EN 
5 
d 
En 
er af 
®, 
I 


ef 
5 IQ 
®, 


ev) 
NN) 
ZA 
5 [IQ 
Nene 

Ii 

| 
52 

Oo 

+ 

Oo 
ZR 

[S 
Pol 
Nr 


is de draaias niet langs de z-as, maar in een richting 0,p (zie 


fig. 1) dan vindt men: 


BOA TS er Sf ek ie 
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Ö + cos 9 = sin 0 sin p 
3 ‚ AN 
R| = == j + = =- COS GQ O sin 8 cos P + Ol =| 
n 5 ) 
| n 
sin 0 sin p =- sin 8 cos Pp O n 


Dit is eenvoudig in te zien door te bedenken dat voor zeer etas: 
draaiingen bij elke vector e een zeer kleine vector wordt opgeteld 
welke loodrecht staat op de vector e en de draaias, en grootte 
evenredig met de draaihoek en de afstand van e tot de draaias. 
Deze kleine vector is precies 
het uitproduct van e en een 
vector langs de draaias met 


lengte a/n. Dus bv. het beeld 





van de eerste eenheidsvector 


O 


— 
> > Q 
e came 
n 


®, —> OQ + _ = cos 0 


wordt: 


°, KD — sìn Osin P 


waarbij de laatste vector het uitproduct is van de vectoren 


Ad 


1 sin 6 cos Pp 

Q S Ea 
OQ en T sin 8 sin ? . 
on cos 6 


We voeren in de S=vector «, d.i. een vector in de richting van de 


draaias en met lengte a. Dan kan men ook schrijven: 


EED Et BEDE OEE EAN IEM BEER SE 
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(2) 1e Hse, + ioL, + togh) + o( 5 ie) | (5.2) 


waarbij we een factor í hebben ingevoerd om aan te sluiten bij de 


gebruikelijke notaties, en waarin verder: 


a =Q sing cos DP; 0, =Q sin 6 sin P; aA cos 6 


er 
0 O0 0 0 Oi 
L,={ 0 0 zi 5 _Lo= | 0 0 01; 
0 i o / 1 0 0, 
(3.3) 
0 =i O0 


n draaiingen over een hoek a/n geeft een draaiing over een hoek @: 


‚a _ an 
R( a) -(r(5)) = { den ) at, + ol 5 )} : 
Ee | n 
k 


In de limiet van n = ox: 


R(la) =e ë 4 (Satk) 


Elke draaiing kan geschreven worden als een e-macht. Het recept 
iss. vorm de vector c, in de richting van de draaias en met lengte 
gelijk aan de draaihoek (in radialen). Dan wordt de 3 x 35 matrix 
R(a ) behorende bij deze draaiing gegeven door (3.l) met de 
matrices L, als gegeven in (3.3). De matrices Li heten de gene- 


ratoren van de draaiingen in 3 dimensies. 








enten es Sar en Nete Eek he een here Borren: gaen En AE dn ar ee de 
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Groepen met de eigenschap dat de matrix voorstellingen van 
de groep in de vorm van e=machten geschreven kunnen worden heten 
Lie groepen. 

We gaan wat spelen met de uitdrukking (5.h). Als R een draaiing 
is moet gelden det(R) = 1. Hier hangt de determinant samen met de 
sporen van de matrices L (zie appendix C) die nul zijn. Dus: 

i S ot Sp(L,) 
Det(R) =e | ze =|, 
Verder moet R = za Nu is voor een product van matrices: 


m 


GE halsdanehk Shh Jee hed 
en dus: 
ese 
en nt > En 
_ 1 5 ob, -_i dj Rn p 
R =e ze = R 


want de L, zijn antisymmetrisch, jon ze Lt We zien: het feit dat 


de Le antisymmetrisch en spoorloos zijn garandeert R = R en 
det (R) = |. 

Laten we nu eens zien wat het product van twee draaiingen geeft. 
Hier hebben we de CBH formule nodig (appendix D); en om die te 
kunnen toepassen moeten we dus eerst de commutatoren van de 


matrices L, berekenen. Door uitschrijven vindt men: 


E,»Lo an iL 5) [LL | E iL, (5.5) 


z [Las Lj J ze iL 


uiteraard is [L_,L,) = =ilL, etc. Verder [LL J = 0 etc, 


3 
Men ziet: de commutatoren van de L, zijn (in dit geval zeer een- 
voudige) lineaire combinaties van de Lt In het algemeen: 


an cc 


je 


bn | 
[Lo LJ) = ) ey LL. (3,6) 


met hier: ens” O als m = kof m= j of k = j; verder is 
3 35 ì 2 2 E | _1 


ijn ne te alt ae aa 


| De coefficienten Be heten structuurconstanten. Kennis van de 


kj 


structuurconstanten betekent kennis van de commutatie regels; 
kennis van de commutatie regels impliceert volgens de CBH 
formule kennis van het product van de e=machten. 

De structuurconstanten leggen dus de vermenigvuldiging vast, 
zij geven de structuur van de groep. 

We zullen dat zo expliciet mogelijk maken. Beschouw us 
draaiingen R(a) en R(B). Wat is de expliciete vorm van ‘de 
draaiing R(«) ë R(E)? Men heeft (we laten gemakshalve de £ 
tekens weg, wanneer gesommeerd moet worden over een index die 
tenminste tweemaal voorkomt; dus wanneer in een term een index 


tenminste tweemaal voorkomt moet over die index worden gesommeerd) 


i aL 18 L 
—», k k =>) m m 
Rlo) =e : R(B) =e 
lab, 1B LL, A 
e e = ee 
met 
i | Ì 
io Lot LP in 2 Or Lob} 
rs BB: [slk le | + aes 
12 “kms km's 
Nu is: 
r 
[LL js Cinr 
en 


elan enn een een err ed hedde een en ee egte a eer ten Be meg ee 


ET OMEN Ee Pnt ak 


ns ad ene kk ae Hen her ne ik ak on ie iis 


WOE ARDEN AE OPEN Tee et ME OM EED OT Hr 


TEEN MEN RAASDE EE ER EE OA EET LAND 


teen en a Bn gn be 8 rene ee ee ener eek ette see oe a eee eed eene men 
bape en ee Bee be eee KEE es end Bene 


ri hi in ne et nk Te 
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Over elke 2x voorkomende index moet gesommeerd worden van 1 tot 3, 
Er komt zo: 
: Dn: 3 | 
AS Shet AB 2 Pm Cm Fr 


1 r t 
12 ns Cim Srs L, nes 


Bedenk dat k,‚m,r,‚s,t allen indices zijn waarover gesommeerd moet 


worden. Noemen we de sommatie=index welke met de L geassocieerd is 


overal u dan komt er: 


: 1 u En Es u È 
in (ar Bu * 2 Abm ” 12 bbs Shen “re * …) A 


We zien: 


iQ,L iB L iy L 
6 k k Nn mm 5 u u (3.7) 
met 
i u 
Va sn + B, + p) OP S eee (3.8) 


Men ziet: y is bepaald als functie van a en B als de structuur=- 
constanten c bekend zijn. Kent men de c dan kan ket product van 
onverschillig welke twee groepselementen berekend worden. 

Tevens zien we uit (3.7): het product van twee matrices van 
de vorm (3.h) is weer een matrix van de vorm (3.l). 

Tenslotte merken we op dat een draaiing over een hoek 2n de 


>} 
identiteit is. Het is dus voldoende in (3.4) alleen a met bv. 


> >. > 
[al < 2n te beschouwen (|d| is de lengte van de vector Q). 


h, Een representatie 


Beschouw nu naast de 5x3 matrices (3.k) de 2x2 matrices X 


gegeven door (we schrijven nog één keer expliciet het £ teken): 


X(a ) =e (h.1) 


waarin de Tt, bepaalde 2 x 2 matrices zijn die voldoen aan 


bepaalde commutatieregels: 


TL. tj en cn | | | 
R | 
We voegen nu aan elke 3 x 35 matrix R() volgens (3.4) 


een matrix x(a) toe volgens (lk.1). Dus: 


RUS) es KR) 
> > 
RB) —__— X(B) 
Bij het product R( ).R( B) behoort een matrix R(y) met y volgens 
=d 
(3.8), en daarmee correspondeert een 2 x 2 matrix X(y). 


> > | 
Op het product X( a) X(B ) kunnen we weer de CBH formule 


toepassen met het resultaat 


He 
M 
Dn 
gs - 

nl 
eÌ 


met 


y' =d + B +50 a (4.5) 


— ik Os > — 
Dus het product X(«).X(B) is een matrix X(y') met y’ gegeven 


door (b.3). De matrices X vormen een representatie van de R als 


bij het product van twee R matrices ook het product van de twee X 


— 5 
matrices behoort. Dew.z. als X(y) = X(y') voor alle Q« en B. Het 


is duidelijk dat dit het geval is als de structuurconstanten c 


behorende bij de Te matrices gelijk zijn aan de structuur- 


constanten c behorend bij de Lt 


n | 
De matrices X(Q ) zoals gedefinieerd in (k.1) vormen 


De 
een representatie van de draaiingsmatrices R(@ ) zoals 
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gedefinieerd in (3.h) als de structuurconstanten behorende 
bij de generatoren Te (zie h.2)) dezelfde zijn als die 


behorend bij de generatoren Le 


Beschouw nu de matrices (Pauli spin matrices): 


1 = To= Te= (bel) 
| | 0 1 O0 0 -l 


Deze matrices anticommuteren, d.w.z. T° TE TT, als ii # j. 


Belangrijk zijn de commutatieregels, men heeft: 


_ 1 T etc. 


eÀ 
. 

À 
Ĳ 


1 2 ke d e 1 Do 
ern 
U el Mie: Ce Br 
se 2 rd 2’ 2 2’ 2’ 2 


hetgeen overeenkomt met de commutatieregels (3.5) voor de Lt 
De matrices tT zijn spoorloos en dientengevolge is det(X) = 1. 
t : ne | 

Ze zijn hermitisch (tT = Tt), en dientengevolge zijn de X unitair 


(bedenk: t = gespiegeld én complex geconjugeerd): 


. T é tT a, 
et (e oe _ Sis at /2 e -ia,t/e 


De verzameling van unitaire 2 x 2 matrices met determinant 1 is 
een groep, genaamd de groep SU(2). Merk op dat er bij elke R 
twee X behoren. Een draaiing Sa een host èn is in 35 dimensies 
de bemldn De bijbehorende X is echter - 1. 


(Ga dit na voor het geval a,=®, A=, a 


2 


van de e-macht en met gebruikmaking van T 


37 0 door uitschrijven 


= |. Herken de 


mk FD 


reeksen voor cos (p/2) en sin(p/2). Neem dan p = 21). 
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>. Mogelijke golffuncties. spin en hoekverdeling 


We veronderstellen nu het bestaan van twee deeltjes welke in 
rust beschreven worden door golffuncties Vv, en Y respectievelijk. 
Zowel W, als Vo zijn oplossing van een rotatie invariante lineaire 
differentiaal vergelijking. Onder een draaiing R in de S=dimensio- 
nale ruimte gaan de oplossingen W, en over in lineaire combinaties 


van zichzelf: 


gn | 


be k ei k 
ls ). EV On # 51) 
k=l,2 e kal,g- … 
We schrijven x in plaats van Xik omdat dit verderop van nota= 
tioneel voordeel is. De conventie is dan dat gesommeerd moet 
worden over een index als die index zowel boven als onder voor- 


komt. Verder zullen we de complex geconjugeerde van een golf 


functie aanduiden door de index boven te schrijven: 
Ì % 2 # 
vl) Vv = (W) (5.2) 
(5.1) kan worden samengevat in 


g'=Xy | (5.3) 


waarin y de vector met componenten bj, Vo is en X een need 
met matrix elementen x. Deze X is de matrix behorende bij de 
matrix R,‚ en de X moeten een representatie van de R zijn. Laten 
we veronderstellen dat we te maken hebben met de representatie 
van paragraaf hl, 

Dat onder rotatie één soort deeltje (beschreven door W,) 
overgaat ín een ander (beschreven door Vv) is op zich niet vreemd. 
Dat is vergelijkbaar met het gevat dat men mensen heeft die naar 
het noorden kijken naast mensen die hun blik naar het zuiden 


richten. Door een rotatie over 1 gaat de ene soort over in de 


on ehehe ee Tre en ban 





ne edenis Wan 


Eee in en ln Ee er na ae in de Eed 
_ 
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andere, 

Men kan eenvoudig na gaan dat in het boven beschreven geval 
bij een rotatie over 1 rond x of y=as in de drie dimensionale 
ruimte (d.w.z. A = Oz = 0 en a, = 1 Of a, = Az = 0 en U, Ea 
in (5,k)) een transformatie X behoort die W, overvoert in |, en 
omgekeerd (op eventuele factoren + | of + Î na). Geven we het 
deeltje beschreven door de golffunctie W, symbolisch aan door een 
omhoog gerichte pijl langs de z-as dan kunnen we het deeltje be- 
schreven door de golffunctie Vo aangeven door een omlaag gerichte 
pijl. 

Bovenstaande is een mathematisch en fysisch mogelijke 
situatie. De vraag is of de natuur van deze mogelijkheid gebruik 
heeft gemaakt. Het antwoord is ja: het blijkt dat er twee soorten 
protonen bestaan die onder rotatie in elkaar overgaan. De ene 
soort gedraagt zich anders bij verstrooiing aan koolstof kernen 
dan de andere. Koolstof ke. en zijn sferisch stumetrisch. Echter 
de ene soort buigt na de botsing bij voorkeur naar het westen af 


(komend van het zuiden), de andere naar het oosten: 


N 
\ / 
h f 
pe | _ C=ekern 
\c kern y: 
W O | 
proton | | proton 
spin op spin neer 
Z 


Inderdaad gaat onder een rotatie over x om de N=Z-as de ene 





ad 


situatie over in de andere. Niettemin zijn het duidelijk twee ver-= 
schillende situaties. 
Men noemt het eerste soort proton een proton met spin op, de 


tweede een proton met spin neer. De naam "spin" (engels voor 


roteren) suggereert reeds een verband met impulsmoment . 


Deeltjes welke in rust of bijna rusttoestand in twee varianten 
voorkomen Beten deeltjes met spin 5, Algemeen n varianten —> spin 
(n-1)/2. Omgekeerd, spin s > 2s +1 varianten. Een uitzondering 
geldt voor massaloze deeltjes zoals het foton, die altijd met 
lichtsnelheid bewegen. Voor massaloze Heen jee zijn er hoogstens 
twee varianten, en de spin is anders gedefiniëerd. 

Meting van hoekverdelingen bij verstrooiing is een veel 
gebruikte methode om de spin van een soort deeltje te bepalen. 

Hoe groter de spin hoe gedifferentieerder de hoekverdeling. Dit is 
in te zien als volgt. De hoekverdeling behorend bij het proton met 
spin op wordt beschreven door een functie, de overgangswaarschijn=- 
lijkheid, die evenredig is iet de | amplitude |° (zie blz. 13). Deze 
amplitude is evenredig met de golffunctie vj en omdat de kool= 
stofkern sferisch symmetrisch is volgt dat alle richtings- 
afhankelijkheid van de begintoestand opgesloten is in V,- We 


schrijven: 


A= <yIvj> (5.4) 
De situatie ingeval van een proton met spin neer verschilt slechts 


door het feit dat W, vervangen is door vo: 


Ap=<blv> (oen 


Kies nu een coördinatensysteem met de x-as in de richting van het 
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inkomende proton. De waarschijnlijkheid dat de begintoestand 
“proton spin op" na botsing overgaat in een boen waarbij 
het proton vertrekt in een richting zodanig dat de normaal op 
het vlak door íin= en uitgaand proton een hoek 8 met de zeas 


maakt wordt gegeven door in <y | deze hoek 6 in te vullen; 


er komt 
spin op, ov.waarsch. naar 9 = cy (0) wel = f‚ (0) é (5.6) 
Evenzo: 
spin neer, ov. waarsch. naar 6 = (0) Iv pl = f‚_ (8) k (5.7) 


Kiezen we voor de y-as de W-O as, dan is de z-as naar boven 
gericht. 6 is de hoek tussen z=as en het uitproduct van in= en 
uitgaande proton richting. Dus f‚ (8) is het grootst voor 6 =O 
(emissie naar het westen), £_(0) als 8 = 1. Dan is het zo dat 
flo) = flo tx), want rotatie over 1 rond de N-Z as moet 
situatie 1 in situatie 2 doen overgaan. We kunnen echter nog veel 
meer zeggen. Laat gegeven zijn £‚(e). Draaien we nu het inkomende 
proton over een hoek Q rond de N=Z as dan verwachten we (bedenk 
dat het doel de koolstofkern sferisch symmetrisch is) dat het hele 
verdertnesnntnodn meedraait. D.w.z. we krijgen dan de hoekver- 
deling f(e +a). Bij een rotatie over een hoek @ behoort de drie- 


dimensionale matrix (zie (3.l)) 


R =e | | (5.8) 


en daarbij behoort de 2 x 2 matrix 


iar,/2 


a a 
X =e =Í| . COS 5 + iT, sins (5.9) 
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hetgeen verkregen wordt door reeksontwikkeling van de e-macht en 


gebruik van (1) = |. Dus: 
cos a/2 i sin a/2\ 
X = (510) 
i sin a/2 cos a/2 


Onder deze transformatie gaat W, over in V, cos Q/2 + iv,sina/e. 


En A, = <V [vj > gaat over in 


Aj =<y v> >) <y [vj > cos o/2 ti<blv> sin a/2 


= A, cos a/2 + iA sino/2 . (5.11) 


2 


En tenslotte: 


£f‚ (6) = ik ==) f‚(e +o) = |A, cos q/2 + i A, sin afel° En 

= cos“ (a/2) |A, |° + sin (o/2) |A, | | 

+ 2 cos (a/2) sin (o/2). Re(AjA,) (5.12) 
waar Re = "reële gedeelte van''. Hierin kunnen A, en A, nog functie 
van 8 zijn. Zijn nu An en A de A, en A behorend bij 8 = O dan 


10 20 | è 


zien we: 


cos (a/2) sin (a/2) 
(5.13) 


f(a) = a, cos“(a/2) + a, sin (a/2) + 2a, 


e 
met a, = (Ao) ‚ a, = |A en a, = Re(A 


2 | 
2 20! 3 Lofoo)* 


aj» Ap en az niet af van de hoek @., Dus hebben we nu expliciet 


In (5.13) hangen 


de hoekafhankelijkheid van de hoekverdeling fj en we zien dat 


deze wordt bepaald door 3 parameters. Gebruik van bekende gonio= 
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metrische formules geeft: 


f‚ (a) si + b, cos U + b, sin Q 


(5.14) 


b, + b cos (a+ XN) 


En she n Rn 
met b = z(a, + a), b, = z (a, a), b, = az, en tenslotte b, 


b cos \ en b‚= = b sin À. Merk op dat f > 0 (zie (5.,12)), dus 


2 Ì 


b> b. 

Formule (5.14) beschrijft een hoekverdeling welke voor b > O 
maximaal js als Q+Ò\ = 0, en daar voor een proton met spin op 
dit is voor a =O volgt dat À = 0. Dat voor een proton met spin 
op het maximum bereikt wordt in een richting loodrecht op de spin=- 
richting kan in feite afgeleid worden door na te gaan wat er 
gebeurt door rotatie over 1 rond de W=-O as; deze rotatie voert 
spin op over in spin neer. Maar dan moet men ook rekening houden 
met het feit dat dan het proton vanaf het noorden binnenkomt en 
niet meer vanuit het zuiden. D.w.z. de richting ven de snelheid 
moet in de beschouwing betrokken worden, en dat is weer een extra 
complicatie. Men kan dit als volgt doen. Laten v‚, en Vut de 


snelheden van respectievelijk het inkomende en uitgaande proton 


zijn. Het uitproduct van Vin en Vv. is een vector loodrecht op 


uit 
het vlak waarin in= en uitgaand proton bewegen. De hoek van dit 
uitproduct met de z=as ís precies de hoek @ bedoeld in de hoek= 


verdeling fla), en we kunnen schrijven : 


pi he, 
had ad > | 
= bh + 
f(a) b, Cc (A X Vit) S |) (5.15) 
waar s een eenheidvector gericht langs de z-as is. Dit corres= 


pondeert met (5.1l) met À =O. Voor Az 0 is s een vector die 


8 


3} > 
V. en Vv 
EL 
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een hoek À met de z-as maakt. c is een constante welke nog afhangt 
van de hoek ingesloten tussen V, en Vs en van de grootte van 
git Im (5.15) is f(a) de hoekverdeling gemeten t.o.v. 5. 
De hoekafhankelijkheid in (5.15) is veen een inproduct. Dit 
inproduct is rotatie = invariant; hetgeen betekent dat alleen de 
relatieve orientatie van s versus De EN van belang is. Deze 
s moet de richting van de spin van het inkomende proton zijn, 
aangezien dat de enig beschikbare richtingsafhankelijkheid in de 
begintoestand is. De boeknitesiearecndett mag alleen af= 
hangen van hoeken tussen gegeven fysische grootheden, en niet van 
de orientatie van een toevallig gekozen coórdinatensysteem. Dus, 
hoewel er allerlei hoekafhankelijkheden zitten in de fysisch: meet- 
bare resultaten mogen alleen maar afhankelijkheden van hoeken 
relatief tussen fysische Sen optreden. Iets anders gezegd: 
fysische resultaten mogen alleen afhangen van inproducten tussen 
fysische vectoren, en zijn dus onafhankelijk van de keuze van het 
coördinatensysteem. 
Opgave: Ga na waar in bovenstaande paragraaf een coördinaten= 
systeem gekozen is. Ga na dat vergeleken worden hoekverdeling 
t.o.v. een coördinatensysteem met de z-as gericht langs de proton 
spin en de x=as langs An en hoekverdeling in een systeem met Z-as 
onder een hoek q t.o.v. de spin en x-as langs V, 

Uit bovenstaande, speciaal (5.14), blijkt: een deeltje van 
spin 5 wordt gekarakteriseerd door een hoekverdeling welke op 
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z'n hoogst één cosinus bevat (geen cos etc. ), en welke één 


maximum en één minimum bevat. 


6. Gedrag onder spiegeling 


Een spiegeling t.o.v. de oorsprong wordt in de S-dimensionale 


ruimte voorgesteld door de matrix P: 


In het geval van de 2 dimensionale representatie van par. h en 5 
moet er dus een @xeè matrix Ee behoren bij deze spiegeling P. Er 


moet gelden: 
è d 
P iP 
(KX) =e?.1 


d.w.eze moet gelijk zijn aan de eenheid op een fasef actor na. Dus 


volgt: 
zE zeir/2 Á e 


Onder spiegeling gaat dus y, van par. 5 over in e* 
ip/e 
…i/ 


Vv, en 

Vo in Vo ‚ Spin op gaat over in spin op, spin neer in spin 

neer. Terwijl dus vectoren zoals snelheden e.d. van teken veranderen 

blijft de spin onveranderd. Men zegt dat de spin een pseudo=vector 
En | 

is: onder spiegeling gaat s over in s, in tegenstelling tot bv. 

—j) ] > 

Vit | 


Ook het uitproduct van twee vectoren is een pseudo 


> > > =d —> 
VV, > = V‚ Een Vv. >= Ve Het uitproduct [v. _ x 
in in uit uit ‚in 


7 haa 
Vin * Yuit’” 
vector. Een impulsmoment is het uitproduct van plaats en impuls: 


[rx p] ‚ Ook impulsmoment is een pseudo-vector. 
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Appendix A 


Overzicht van enkele eigenschappen van matrices, 





Zij gegeven een n x n matrix A met elementen a, +: 


j Par ee 
“21 | 
A= | | 
a a Eter % a 
nl nn 


De matrix=elementen a; zijn (eventueel complexe) getallen. 
Zij verder nog gegeven een n x n matrix B met elementen b, ;- 
Definitie. Het product van de matrices A en B is de matrix C 


met matrix-elementen Ci3 gegeven door: 


n 


ee . 
ij ) SarPrj | (Al) 
k=l 
We schrijven: 
Cak.B « (A2) 


Toelichting: (Al) definieert de matrix-elementen c als de 
aen b gegeven zijn. Aangezien de a en b gewone getallen zijn 


doet het er niet toe in welke volgorde ze geschreven worden, 


en dus is bv. 


tij FL Sikbrj > ) Drjtik AS 
k k | 


(A2) is een symbolische notatie voor (Al). Merk echter op dat 
in het algemeen C = AB # BA. Immers C' = BA is een matrix 


met elementen Ci 3 gegeven door 








| 
| 
| 
| 
| 
Ek 


ET Ee ed Ee EE EN BEEM ND EO ORDE ME MeeR 


ba 
eig = je bk kj 2 (A3) . 


Het is van belang steeds in het oog te houden dat individuele 
matrix=elementen met elkaar commuteren, maar dat dit niet geldt 
voor de matrices zelf. 

Definitie. De commutator van tse Broetneike A en B wordt ge= 


geven door 


[A,B) = AB — BA … (AL) 


Men zegt dat A en B commuteren als de commutator nul is. 

De commutator van twee grootheden is gedefinieerd als 
product en optelling gedefinieerd zijn. In het algemeen 
commuteren matrices niet met elkaar, getallen natuurlijk wel. 
Definitie. De som resp. het verschil van twee matrices A en B 


is een matrix C met matrix-elementen c‚. gegeven door: 


1J 
Pd d- e = aen . | 
C,5* 83 bis resp es a, bs (A5) 
Notatie: 


C =Â + B resp. C =Â = B. 
Uit (A5) volgt: 
A +B=B + A, 


Definitie. Het product van een (eventueel complex) getal x en 


een matrix A is een matrix B met de elementen: 


b 


Il 
ps 


ij a, 3 (A6) 


Notatie: 
B = XA | (A7) 


Uit (A6) volgt: 
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, 
{U 
EO, 
Ag 
el 
d 

BE 

j 

E 

; 


Immers 
) Es Mals / Sik’Kj * 
k k 


Bij elke n x n matrix behoort een (eventueel complex) getal, de 
determinant van die matrix. De definitie is (ontwikkeling naar 


i=de rij): 


k+i 


7] le} 


Fame 


Det(A) = ask (-1) Det(A(li,k)) (A8) 


k 
waar Ali,k) de matrix is verkregen uit A door de i=de rij en k-de 
kolom te schrappen. De determinant van een O x O matrix is |. 

Er zijn vele eigenschappen van determinanten eenvoudig af 
te leiden: 
Als C = A.B dan is 


Det(C) = Det(AB) = Det(A) . Det(B) (A9) 


Als C = xXA met x een getal en A een nxn matrix 


Det(C) = Det(xA) = xXx" Det(A) … | (A10) 


Verder: de inverse van een matrix A is een matrix B zodanig dat 
BA=AB = Ì. Notatie: B = aa De matrix=elementen zijn (merk 
op: Alj,i), niet Ali,j)): 


ee dd petiti en 
ij Det (A 


Hieruit blijkt dat een matrix A een inverse heeft als Det(A) # O. 
Tenslotte: als À en A! resp. de gespiegelde en inverse van A zijn 
dan is 


pn ll 


AB = BA (AB) =B A … (A12) 


De eerste formule volgt uit de definitie van matrix product (Al). 
De tweede volgt uit: 


kema) =d 











ee ete epe en ema ere en ede Tee te | Sestap wegnemen a Eee er dake 
zi E 


8 oe, Ld 





Ak 


en dit is inderdaad zo: 


1 


EB A ek =Í . 


Appendix B Differentiatie van matrices. 


Matrix=elementen kunnen functies van een of meerdere variabelen 
zijn. Deze functies kunnen differentieerbeer zijn. In dat geval 
kan de afgeleide van de matrix gedefinieerd worden. 
Definitie. De afgeleide van een matrix A is een matrix met als 
elementen de afgeleiden van de matrix=elementen van A. 


Dus de matrix A' met 


A'(x) = d A(x) 


dx 
heeft als matrix=elementen 
d a, ;(x) | 


De afgeleide van een matrix zal in de regel niet commuteren met 
de matrix zelf. Afgezien van dit feit zijn de formules bekend 
uit de differentiaalrekening ook hier geldig en volgen uit de 


definitie (BÌ). Bv.: 





d(A+B) _ dA , dB 
dx dx dx 
Echter: 
dA“ _dA.A (/ aA“ dA 
Een en sm hsh e (Be) 


Immers volgens de kettingregel: 





A.5 





ax /, Sik kj ° / Sanaz /, Sik ij 
k k k 
In het algemeen 
da n=Ì n=2 n=ì 
a FA Al HA AIA + ese. + AA (B3) 
dAB 
n= + Ee 
EE A'B + AB 


De afgeleide van de inverse van een matrix A kan als volgt ge= 


vonden worden. Er geldt: 


alat 
Dus 
_Ì 
d _Î dA -Ì dA 
Ga Rm A + A Er 
f aA! gel dA AT (Bh) 
©, dx ik dx ) 


Appendix C Functies van matrices 


Functies gebaseerd op optelling en vermenigvuldiging kunnen 
ook voor matrices gedefinieerd worden, Speciaal de functie e“ is 
van belang. Er zijn twee equivalente definities. 


Zij gegeven een matrix A. De matrix e is gedefinieerd door: 


oo 
ef ze ) En A“ ; a° = 4 « (CI) 
Ca HI | 
ko 
Alternatief: 
1 
Ee = Lim (íl be je È | _(c2) 


m ->oo 
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Het bewijs dat (CI) = (C2) gaat precies zoals voor gewone 
exponentialen, namelijk door toepassen van de binomiaal ont- 
wikkeling van (C2). 

Formule (C2) leidt direct tot een interessante formule: 

A Gn en 8 
Det(e ) = Lim jn (1 + A) (C3) 
M ->oo 

We berekenen de determinant tussen haakjes met verwaarlozing van 


termen ni en kleiner. Als voorbeeld bekijken we een 2x2 matrix. 


Dan: 
a a \ 
+ Mr: 
m m 
Á + LD = ® 
De a | a 
el Ee 2e 
m m 


Als we termen van orde Dia en hoger verwaarlozen in de berekening 
van de determinant dan kunnen de niet=diagonaal elementen ver= 
waarloosd worden (in een determinant zijn er geen termen die 


slechts één niet diagonaal-element als factor hebben). In deze 





benadering wordt de determinant eenvoudig het product van de 


an diagonaal=elementen: 
Sh Er 
Det( Ù+ GA) - +) 
= 1 + Ma, ta LOE) 
m1 2e me ’ 


In het algemeen vindt men: 





pet(Î + A) =1 +5 sp(a) +o( L) 


m 


waar Sp(A) het spoor van A is, d.w.z. de som van alle diagonaal - 


Bl EEN ede ndi ne kn ai an rachel Ee de nee Ke ve dn kr raed ee hk 
é 


Raid 











Â.7 
elementen: 
Sp(A) = D a é 
in kk 
k 
Dit invullen in (C3) geeft: 
A Î Ï____Sp(A) 
Det(e *) = Lim {1 *mSPlA tol 5) =e 
m oo | m 
Dus: | 
Det (e““) = eSP(A) S (ch) 


Appendix D. De CBH formule 


De Campbell-Baker-Hausdorff formule is van groot belang in de 
theorie van Lie=groepen,. 


Beschouw het product van twee e=machten van matrices A en B: 


De CBH formule zegt dat 


ee ze (Di) 
met 


=A+B+5[A,B] + multipele commutatoren van A en B. 


Onder multipele commutatoren verstaan we uitdrukkingen van het 
type 


[[A,B],B) [A,B] ‚B = B[A,B) 


ABB - BAB = BAB + BBA 


[[B,[A,B]],B]; [[[A,B],B],B]; etc, 


De numerieke factoren welke als coefficienten van de multipele 


ne nnn nen nen a nd ne inner: et he dn nan Erres 





kema Sin ea ain dede a Taa en ii 


hee een er meene Je Bere eer vem Bea mee ee 





Y : 
1 
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bombetes optreden zijn helaas niet eenvoudig te vinden. Voor 
onze doeleinden is het voldoende in te zien dat C inderdaad van 
de vorm (DI) is. We zullen dit bewijzen en tevens de coefficienten 
van de multipele commutatoren met twee B's en één A of twee A's 
en één B vinden. 

Allereerst voeren we een variabele x in en beschouwen 


ei es eC(x) (D2) 


Dus de x=afhankelijkheid van het linkerlid is eenvoudig en 
expliciet in (De), echter C zal een gecompliceerde functie 

van x zijn. In feite, de reeksontwikkeling van C(x) naar x 

zal tevens de ontwikkeling van C naar aantallen factoren A en/of 
B zijn. We proberen dus C als functie van x te vinden. Dit doen we 
door (D2) links en rechts te differentieren naar Xx, en dat geeft 
dan een vergelijking waaruit C in de vorm van een machtreeks 
opgelost kan worden. Eerst moeten we echter nog enkele formules 
bewijzen. 


Beschouw 


H(y) Nr (D3) 


waarin y een variabele is en F en G van y onafhankelijke 


matrices. H kan in de vorm van een machtreeks geschreven worden: 


2 3 
‚ An an 
H=HtyH tr + erg tee (Dh) 
met 
n 
d 
dy 


yo 


We zullen de H berekenen. Differentiatie van (D3) naar y geeft: 


if Talma” ma be Gino Se 





we 
ef 

u 

it 

ú : 

is 

: 

EO 

ks haald 

nj 

Ei À 

: 

j 

: 

Name" 

8 

: 

od 

8 

Î 

Se 

À 
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3 

A 

zn 

3 

En 

E48 

À 

' 
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Ì 

js 

4 

j. 

| 

à 

' We 

ie 

: 

oe 

ie 
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E. 

| 

g 

Ù 

Od 

F ô 

ie 

Î 

À me 
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# 

D 

3 

8 

ie é 

3 

OO 

d 
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N 
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hek we ie ik ek iin ike ke. ni EE a Ei A 
E . -__% 


DE nn EES NE: EG Br EEE NAPREPT ERE 


A 


aH(y) — (en Ne VE, de)” 
dy dy / dy 


Met behulp van 


F 


Len 
dy 


vinden we 


dH - n 
ED eT* poel + IF ore” 


e° JE ror) e7F ë 


Zo voortgaande: 


e"YE [fo,r),r) e”F 


NÒ 
1 


a H(y) „ee TE [[[...[G,F],F),F)...F} ar 


Voor y = o komt er: 
He [[[...[G,F],F],F)...F] ° 
Invullen in (Dh) en voor y = 1 geeft: 


_j F 
Ge =G+ [GF] + gr [[G,F],F] + 


Ì 
tor IUGELEL Fl toen os (D5) 
Laat nu F een functie van een variabele x zijn. Beschouw 


„"y F(x) „YF(x) 


d 
dx 
Op gelijke wijze als boven vindt men: 


F(x) En FX) pe En [F!‚F) + zr [[F',F],F] + … (D6) 


A EE OE Barr Ne = 








« MN nT enn Ted neee ee Beter hete ns Ae Tk RE ee ee en EE ee ee Er At ir 
E; . ie 
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In feite is (D6) wat men krijgt door G = te zetten in (D5). 


Ge [ee 


Immers dan is: 


d d 
[G‚F] = Ep F = F Ex 


Hierin wordt verondersteld dat d/dx naar rechts werkt op wat er 
eventueel nog rechts van de commutator [G,F] staat. 


Volgens de kettingregel is 


d dF d d 
_—_ ze + —_ =zF' + err 
dx a dx dj dx E n dx ” 
dus 
[GF]J=F' 
Uit (D6) volgt: 
hi = er) (F'‚F)} (D7) 


waarbij (F',F} een afkorting is voor de rechterzijde van (D6). 
We keren nu terug naar (D2). Differentiatie naar x geeft 


met toepassing van (D7): 


ee te He « eC(x) Late) 


of 


: \ 
\ 


Ent 25 ( he en e) = ec) LEE « 


De factoren buiten haakjes vallen tegen elkaar weg, vanwege (D2). 


Vanwege B en en ek B geeft de tweede term binnen haakjes 


precies B. Op de eerste term kunnen we (D5) toepassen. Er komt zo: 


Cr + a etch + & (er, eh,el + … 


2l 5! 
è 5 
=A+Btx[A,B] +5r [[A,B],B] +5 [[[A,B],B],B] + …… (DB) 
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Uit deze vergelijking kan C in de vorm van een machtreeks opgelost 


worden, We moeten berekenen: 


D | 
e= c(0); GC, = AEX 5 c_- 2e) she. 
Oo 1 dx 2 2 
X =O dx X =O 
en dan is 
Be 2 
C = Gt 3 C, + ST C+ ZT Cz Pias (D9) 


Men kan (D9) invullen in (D8) en dan door gelijkstellen van de 
coefficienten van gelijke machten van x de C, oplossen. Voor 


onze doeleinden is een wat andere methode beter. Uit (D2) volgt: 


Oo 


Nul zetten van x in (D8) geeft met (DIO): 


C,=C'(0) =A+B. (D11) 


Differentiatie van (D8) naar x geeft: 





st 1 | Ì LÄ ! 
C tar [C ‚C] tzr [LC ‚C},C] + zr (IC Meik CT 4. 





| = [A,B] + x[[A,B],B] + … (D12) 
| Nul zetten van x en gebruik van (DIO) geeft: 
a Cj= C'(0) = [A,B] . (D15) 
hes “Differentiatie van (D12) geeft: 

1 


RTE ec + ereen, Gh 
z, [LC'',C'1,C) + zr r [Le'',el,e'} + 
zr [[C'',CI,C') + zr [[c', CI,C'!] + ve 


en | on [[A,B],B] Pce (D1ù) 





A.12 
Nul zetten van x en gebruik van (DIO), (DI1) en (D12) geeft: 
C'!! + or [[A,B],A] + gr [[A,B],B) = ([A,B],3) 
of, met [[A,B], A] = = [A,[A,B]]: 
Cz =C'''(0) = 5 [A,[A,B]] + 5 [[A,B],B] (D15) 


Zo voortgaande vindt men meer en meer gecompliceerde uitdrukkingen 
van het type (DIk), en voor x =O vindt men dan de volgende 
coefficient C, in termen van multipele commutatoren welke de 
voorgaande Co J < i bevatten. Aangezien de C, zelf multipele 
commutatoren zijn volgt dan hetzelfde voor C‚- 

Invullen van (DIO), (D11), (D13) en (D15) in de reeksont- 


wikkeling (D9) geeft, voor x = 1: 


| 
C=AtBt5 [A,B] + 75 (A, [A,B]] + +5 [[A,B],B] + …… 


Appendix E. Complex inproduct, unitaire en hermitische matrices. 
Zij gegeven in een n-dimensionale lineaire ruimte een t.o.v. 
zelden inproduct orthonormale basis epe Elke vector in deze 
ruimte kan als een lineaire combinatie van de ej-…e, geschreven 
worden. De coefficienten zijn eventueel complexe getallen. 


Beschouw nu 2 vectoren q en 5: 


=gage + ye T veesa FP AE 
171 ee nn 


B = Be, T enens + Pan . 


De a, en B, zijn dus getallen. 
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Het inproduct (a,B) is een (eventueel complex) getal gegeven door: 
fes) x , N , 
B) =O, Bj FA Bp tee + B (El) 


n 


Merk op dat 


(B‚a) = (o,B) (E2) 


de * betekent complex geconjugeerd. In reële ruimten zijn de 


a, en B, reëel. 
i 1 


Er geldt (axioma's voor inproduct) 


(a,x) > 0, gelijkteken alleen als Q =O (E3) 
(a‚B +7) pe (a,g) + (a,‚y) (EL) 
(a,X\B) = Na,pB) \ = getal (E5) 


(Aa,B) = A (a,B) (16) 


Hierin is B+y een vector met componenten B,+ jo en AB is 
een vector met componenten AB, 
Men kan de zaak ook omkeren: gelden bovenstaande eigenschappen 


dan volgt (El) uit de orthonormaliteit van de basisvectoren: 
(eze) nik 


Zij nu verder gegeven een matrix A. Deze matrix definieert 


een afbeelding van de ruimte in zichzelf: 


a =) a | | | En 


Bij elke vector @ wordt dus door A een beeld «' gedefinieerd. 
Onder welke voorwaarden te stellen aan A is het inproduct 


invariant, d.w.z. dat («,B) = (a',B') voor willekeurige « en 6? 


er ann it apen rp 
a 
1 Ì [ 


en 
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Als nu À de gespiegelde van A is dan ís 


Ca)ik * 
T . 
en als A de gespiegelde en complex geconjugeerde van A is: 


ee | 
id a en als B = Ala 


(a ik = 


dan is blijkbaar 


% 4 
(a ‚ B ) DE Ea aal bb B (E9) 


l, 
met B = Aln. Is nu B" de vector verkregen uit B door B er op 
toe te passen: | 

B" = BB 
d.w.z. volgens (E8): 


u 


Bj 





A15 


en (E9) is niets anders dan het inproduct (a,B"), dus (at ‚B°) = 
(a,B'). Dit moet gelijk zijn aan (@,3) voor alle « en B. Dat kan 
alleen als B" = 8 voor alle B, en dus moet B de eenheidsmatrix 
zijn. 
Het tnoteduat is dus invariant onder afbeelding met een matrix A 
als geldt: 

A | (E10) 


+ 


# ai 
In reële ruimten is A = A, en dus A =A . In reéle ruimten ís 


deze voorwaarde: 
ka= Í (E11) 


Een matrix die voldoet aan (E10) heet Unitair. 
Dus: 


A = unitair —_— AEN N (E12) 


Een korte symbolische weergave van de bovenstaande afleiding is: 
fn T 
fe B ) = (AQ, AB) = (‚A AB). 


Voor inproducten geldt dus: 


(Aa, B) = (,A'p) (E13) 


voor willekeurige matrix A. 


Een eigenvector van een matrix A is een vector zodanig dat 


Aa =)\Q | (EIà) 
deWeZe 
) ask % = Aa, p | | (E15) 


\ is de eigenwaarde van A behorende bij de eigenvector A. Onder 


welke voorwaarden te stellen aan A zijn de À reéel? 





Beschouw het inproduct (a,Aa) = X\(a,a). Nu is («‚x) reëel en 
ongelijk nul als Q niet nul is. Reële \ betekent kennelijk dat 
(a, Aa) reëel is. Dew.ze: 


(a, Aa) = (Q, Ao) = (Aa, a) = (a,Ala). 


Kennelijk is het voldoende als a = Â. Een matrix A met he A 


heet hermitisch. Dus: 


A = hermitisch, d.w.z. A4 =Â —_—j alleen reële eigenwaarden 


(E16) 


